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Ubung 11

Hinweise:

Dies ist das letzte regulire Ubungsblatt.

Die Lésungen miissen bis Donnerstag, den 12. Juli um 16:00 Uhr in den entsprechenden Ubungskasten
eingeworfen werden. Sie finden die Kasten am Eingang Halifaxstr. des Informatikzentrums (Ahornstr. 55).

Die Ubungsblitter miissen in Gruppen von je 3 Studierenden aus der gleichen Kleingruppeniibung abgegeben
werden.

Drucken Sie ggf. digital angefertigte Losungen aus. Abgaben z.B. per Email sind nicht zulassig.

Namen und Matrikelnummer sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt der Abgabe zu
schreiben. Abgaben, die aus mehreren Blattern bestehen miissen geheftet bzw. getackert werden! Die
Gruppennummer muss sich auf der ersten Seite oben links befinden.

Bei Nichtbeachten der obigen Hinweise miissen Sie mit erheblichen Punktabziigen rechnen!

Aufgabe 1 (Ford-Fulkerson): (5+5+2=12 Punkte)

Betrachten wir folgenden Graphen, mit ¢ =

V5-1
5.

Wir nutzen folgende augmentierende Pfade.
® Ty = sCBt

e T =sSABCDt

® T = sCBAt
e M3 =sDCBt
a) Fiihren sie den Ford-Fulkerson Algorithmus einige, jedoch mindestens 5 Schritte aus. Notieren Sie dabei den

b)

<)

totalen Fluss nach jeder Iteration. Nutzen sie dabei die augmentierende Pfade in folgender Reihenfolge:

To, M1, M2, M1, T3, M1, T2, M1, T3, M1, - - .

Konvergiert der totale Fluss vom Ford-Fulkerson Algorithmus gegen den Wert des maximalen Flusses?
Hinweise:
e 1—¢p= (1)2

Widerspricht die Aussage aus b) der Korrektheit aus der Vorlesung?
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Aufgabe 2 (SP-Graphen): (3+12=15 Punkte)

Ein Graph G = (V, E, ¢) ist ein SP-Graph mit Quelle sg und Senke tg, wenn entweder:
e s—t, dh V={st}, E={(s1t)}
e Parallel(X,Y) wobei X = (Vx, Ex) und Y = (&, Ey) SP-Graphen sind und Vx NV = (. Insbesondere:
- V={s, t}UVi \ {sx, tx} U \ {sv, tv},
= E = ({(s.0)l(5x.¥) € Ex} U Ex U{(x, D)(x, tx) € Ex} U{(s, D)l(sx, tx) € Ex}U
{(s.)I(sv. x) € By} UL(x, D)l(x. tv) € Ev}U By U{(s. )l(sv. tv) € By}) NV x V

e Serie(X,Y) wobei X = (Vx, Ex) und Y = (W, Ey) SP-Graphen sind und Vx NV = (. Insbesondere:
- V= {S, t} U Vx \ {Sx} U W \ {Sy, fy},
- E=({(s,x)|(sx,x) € Ex} U{(x, ¥)I(x,y) € Ex}U
{(tx, x)|(sy, x) € Ey }U{(x, D)|(x, ty) € Ey }U{(tx, ty)|(sy, ty) € Exy }U{(x, y)|(x,y) € Ey})ﬂVxV

Nehmen Sie an, c(e) =1 fiir alle e € E.
Hinweise:

e Zur Vereinfachung der Aufgabe sollte hier angenommen werden, dass E eine Multi-Menge ist, d.h. es diirfen
mehrere Kanten von u € V nach v € V existieren.

a) Zeichnen Sie die folgenden Graphen:
a) Serie(s — t,s — t).
b) Serie(s — t, Parallel(s — t,s — t))
c) Parallel(Serie(s — t, Serie(s — t, s — t)), Parallel(s — t,s — t))
b) Beschreiben Sie einen Algorithmus, der eine Beschreibung eines SP-Graphen wie in Aufgabenteil a) als
Eingabe nimmt, und den maximalen Fluss bestimmt. Der Algorithmus sollte nicht den gesamten Graphen

aufbauen. Erweitern Sie den Algorithmus so, dass er auch mit unterschiedlichen Kantenkapazitaten umgehen
kann.

Aufgabe 3 (Floyd-Warshall Algorithmus): (10 Punkte)

Betrachten Sie den folgenden Graphen:
8
1
5
0=
—

8
(&)= ()
1

Fiihren Sie den Algorithmus von Floyd auf diesem Graphen aus. Geben Sie dazu nach jedem Durchlauf der duleren
Schleife die aktuellen Entfernungen in einer Tabelle an. Markieren Sie die Tabellenzellen, welche sich im Vergleich
zum vorherigen Schritt geandert haben.

Die erste Tabelle enthalt bereits die Adjazenzmatrix nach Bildung der reflexiven Hiille. Der Eintrag in der Zeile i
und Spalte Jj ist also oo, falls es keine Kante vom Knoten der Zeile i zu dem Knoten der Spalte j gibt, und sonst
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das Gewicht dieser Kante. Beachten Sie, dass in der reflexiven Hiille jeder Knoten eine Kante mit Gewicht 0 zu
sich selbst hat.

()| A|B|C|D]|E @|AaA|B|C|D]|E
Al o | 8| 1] 5 | A

B |oo| 0 | oo | oo | B

Clo | 70| 1|1 C

D | 8 |oco| 3|01 D

E|oo| 3|1 || 0 E

B3| A|B|C|D]|E W] A|B|C|D]J|E
A A

B B

C C

D D

E E

)| A|B|C|D]|E ()| A | B| C|D]|E
A A

B B

C C

D D

E E

Aufgabe 4 (Ford-Fulkerson Algorithmus): (8 Punkte)

Betrachten Sie das folgende Flussnetzwerk mit Quelle s und Senke t:

0/3 0/7

©
% 0/1
® 0/7 0/3 ®
N

® 0/3 ® 0/7 ©

Berechnen Sie den maximalen Fluss in diesem Netzwerk mithilfe der Ford-Fulkerson Methode. Geben Sie dazu
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Jedes Restnetzwerk (auch das initiale) sowie nach jeder Augmentierung den aktuellen Zustand des Flussnetzwerks
an. Wahlen Sie die augmentierenden Pfade so, dass der Algorithmus nach héchstens 3 Augmentierungs-

schritten terminiert. Geben Sie auBerdem den Wert des maximalen Flusses an.

Schritt 1:
Restnetzwerk:

Schritt 2:
Nachstes Flussnetzwerk mit aktuellem Fluss:

Schritt 4:
Nachstes Flussnetzwerk mit aktuellem Fluss:

Schritt 3:
Restnetzwerk:

Schritt 5:
Restnetzwerk:
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Schritt 6: Schritt 7:
Nachstes Flussnetzwerk mit aktuellem Fluss: Restnetzwerk:

Der maximale Fluss hat den Wert:

Aufgabe 5 (Dynamische Programmierung): (5+5=10 Punkte)

a) Gegeben sei ein Rucksack mit maximaler Tragkraft 10 sowie 6 Gegenstande. Der i-te Gegenstand soll hierbei
ein Gewicht von w; und einen Wert von ¢; haben. Bestimmen Sie mit Hilfe des in der Vorlesung vorgestellten
Algorithmus zum Lésen des Rucksackproblems mit dynamischer Programmierung den maximalen Gesamt-
wert der Gegenstande, die der Rucksack tragen kann (das Gesamtgewicht der mitgefiihrten Gegenstande
tibersteigt nicht die Tragkraft des Rucksacks). Die Gewichte seien dabei wy =2, wo =6, wz = 3, wy = 1,
ws =5 und wg =3 und die Werte c; =3, 0 =9, ;s =4, ¢4 =2, ¢s = 7 und ¢ = 3. Geben Sie zudem
die vom Algorithmus bestimmte Tabelle C und die mitzunehmenden Gegenstande an.

0 1 2 3 4 5 6 7 3 9 | 10

OO B WINRO

b) Bestimmen Sie die ldngste gemeinsame Teilsequenz der Sequenzen DATENSTRUKTUREN und ERRATEN. Be-
nutzen Sie hierfiir den in der Vorlesung vorgestellten Algorithmus mit dynamischer Programmierung und
fiillen Sie die folgende Tabelle aus. Geben Sie aulerdem die berechnete Teilsequenz an.
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g | E R|R | A T|E]|N
0 0 0 0 0 0 0

ZmocH X clmH ownzmH >0 Q

ellelielieolielieolielie]liIeliIeoliIeolieol ol ol N

Langste gemeinsame Teilsequenz:

Aufgabe 6 (Dynamische Programmierung): (6+6+6=18 Punkte)

Eine Markow Kette ist ein kantengewichteter, gerichteter Graph G = (V, E, W), so dass
e W: E — (0,1], d.h. alle Kantengewichte sind groRer als 0 und hochstens 1 und

e firalle veVgilt 33, )eg W((v,u)) =1, d.h. die Kantengewichte der ausgehenden Kanten eines Knoten
summieren sich immer zu 1.

Bei einer Markow Kette G = (V, E,W) interpretieren wir die Kantengewichte als Wahrscheinlichkeiten: Die
Wahrscheinlichkeit eines Pfades vgvy ... vk von G ist

k—1

Pr(vovy ... v) = H W((vi, vii1)).
i=0

Sei t € V ein beliebiger, fest gewahlter Knoten. Fiir jedes v € V und k € N betrachten wir die Menge der Pfade
N = {vovi...vm |[M< k, vy =V, vy =tund v, # t fiir alle i < m}.

Die Menge MX enthilt also genau die Pfade von v zu t mit Lange hochstens k, in denen t nur einmal vorkommt.
Die k-beschrankte Erreichbarkeitswahrscheinlichkeit vom Knoten v zum Knoten t ist nun gegeben durch

Pre(N%) = Y _ Pr(m).

wenk

a) Betrachten Sie fiir diese Teilaufgabe folgende Markow Kette und den Knoten t € V.
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Bestimmen Sie die folgenden Pfadmengen I'I" sowie die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten Prt(l'lﬁ).

i) M9 = ...(enthilt 0 Pfade) Pre(M%,) =
i) M3, =...(enthdlt 0 Pfade) Pre(M3) =
i) M3 = ... (enthilt 1 Pfad) Pre(N3) =
iv) M3 = ... (enthilt 3 Pfade) Pr(M3) =
v) M3 = ... (enthilt 4 Pfade) Pre(N%) =
vi) M5 = ...(enthdlt 4 Pfade) Pre(M3) =
Hinweise:

e Versuchen Sie fiir Aufgabenteil v) und vi) lhre Ergebnisse aus vorherigen Aufgabenteilen wiederzuver-
wenden.

b) Bestimmen Sie eine Rekursionsgleichung fiir die Pfadmengen I'IC mit k eNund v eV.

c) Bestimmen Sie eine Rekursionsgleichung fiir Pr;(1M%) mit k € Nund v € V.

Aufgabe 7 (Dynamische Programmierung): (6+9=15 Punkte)

Schreiben Sie Pseudocode, der mittels dynamischer Programmierung folgende Rekursionsgleichungen 16st: Schrei-
ben Sie dazu einige Kommentare in den Pseudocode, um ihre |dee zur Erlautern.
a) Fir ein beliebiges i:

] 1<2

aj =< 28322 >3 und i mod 2 =0
aj_2 sonst.

b) Fiir ein beliebiges / und j:

i firj=1
1 firi=1<j

b,"j = L .
b; i firj>i>1
b,‘+1J,1 + bifl,jfl sonst.

Aufgabe 8 (Graham Scan): (12 Punkte)

Berechnen Sie die konvexe Hiille der folgenden Punktmenge. Benutzen Sie daflir Grahams Scan wie in der Vor-
lesung vorgestellt und geben Sie die Teilschritte nach jeder Iteration (also nach jedem neu hinzugefiigten Punkt)
an.
Hinweise:

e Fiir diese Aufgabe sind die Inhalte der Vorlesung "Algorithmische Geometrie” vom Montag, den 9.7. relevant.
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e Nicht alle der unten aufgefiihrten Koordinatensysteme werden benotigt.

o(7.8) o(7.8)
©(0,6) ©(3,6) (4,6) *(0,6) ®(3,6) ®(4.6)
(0,5) ®(4,5) ®(0,5) ®(4,5)
°(2.4) o(4,4) *(2.4) o(4.4)
°(2,3) *(6,3) *(2,3) 0(6,3)
e(3,1) o(4,1) *(3,1) e(4,1)
©(2,0) ®(2,0)
*(7,8) *(7.8)
©(0,6) ©(3,6) ©(4,6) ¢(0,6) ®(3,6) (4.6)
©(0,5) o(4,5) ®(0,5) ®(4.5)
°(2.4) o(4,4) *(2,4) o(4.4)
*(2,3) ®(6.3) *(2,3) ®(6.3)
e(3,1) o(4,1) o(3,1) e(4.1)
®(2,0) *(2,0)
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o(7.,8) ®(7,8)
©(0,6) ©(3,6) (4,6) *(0,6) ®(3,6) ®(4.6)
¢(0,5) ®(4,5) ®(0,5) (4,5)
0(2,4) o(4,4) e(2,4) o(4,4)
0(2,3) *(6,3) ®(2,3) ®(6,3)
o(3,1) e(4,1) o(3,1) o(4.1)
*(2,0) *(2,0)
*(7,8) *(7.8)
©(0,6) ©(3,6) (4,6) *(0,6) ®(3,6) ®(4.6)
©(0,5) ®(4,5) ©(0,5) ®(4,5)
o(2,4) o(4.4) o(2,4) o(4,4)
*(2,3) ®(6,3) ®(2,3) °(6,3)
o(3,1) o(4,1) *(31) e(41)
®(2,0) ®(2,0)
o(7.,8) ®(7,8)
©(0,6) ©(3,6) ®(4,6) ©(0,6) ®(3,6) ®(4,6)
®(0,5) ®(4,5) ®(0,5) (4,5)
*(2.4) o(4.,4) *(2,4) o(4.,4)
*(2,3) *(6,3) ®(2,3) 0(6,3)
o(3,1) o(4,1) o(3,1) o(41)
®(2,0) *(2,0)




Lehrstuhl fiir Informatik 2 Datenstrukturen und Algorithmen SoSe 2018

Modellierung und Verifikation von Software Ubung 11 (Abgabe bis 12.07.2018)
*(7.8) *(7.8)
©(0,6) ©(3,6) ®(4,6) ©(0,6) ®(3,6) ®(4,6)
¢(0,5) ®(4,5) ®(0,5) (4,5)
*(2.4) *(4,4) *(2,4) o(4.,4)
®(2.3) *(6,3) *(2.3) ®(6.3)
o(3,1) (4,1) o(3,1) o(41)
*(2,0) *(2,0)
°(7.8) *(7.8)
©(0,6) ©(3,6) (4,6) *(0,6) ®(3,6) ®(4.6)
©(0,5) o(4,5) ©(0,5) o(4.,5)
°(2,4) o(4,4) *(2,4) o(4,4)
*(2,3) 0(6,3) *(2,3) *(6,3)
o(3,1) e(4,1) o(3,1) e(4,1)
®(2,0) ®(2,0)
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